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Dang cette fegon (X, d) déaigne an espace m?‘rriqué nen vide .

I . Grénéralités 2o (X epace omplets

1. Suites de Cowachy

Detinion 1.1 Une swire (x,)s o' €@ments de X ett clirke de Cauchy © fou tout
E>0. U exishe ng € NN Tel que PoUR dous P.g > Non d.mp,xq) {E.

Proposition 1.2 Une Anike cenvangente et de Cauchy mais do. agciprocue eat
Fousse .

‘chx)m-hqn 1.3 Une auike de Cm.uJ'ty et kennée .

Definition 1.4 on cbit Que (X, 0l) et un espace mtrique complet & toude guike de
Cowichny ol'@i€ments de X wneage

Exempnex 1.5

o (R, 0.1) uicam:P.Qe:t
. (G,l.l)n‘w.,:ojcmnpﬂe:t

Exampha 1.6 .
< g . : Ee ; stritlement
Thoposition Seit Y- R — R, un¢ amthem s i i :
Cranggoucte Luor un vcm‘no.g.. de 0 et -u?na:iwrr Y (0) = 0. Alsu Xq % K w
et seulement & Lim E L PrUUXa=xi)1 = 0.

-

N + o0

wswaddo]nsp
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Thoposition La tenvercence en proiEnlile et istne d'une métrique d de"‘fnie a0
X, ¥)— BELIX-Yla1]. De plus, (L®, el) est un e m‘e‘inqie complet . )

2, Pemi€re propaichés cks epacer cavplets

PRoposinon 1.7 Seit A une poatie de X et ey Lo distance induike por d s
A elew (A, dg) ot cemplet &

e souwlement «i A o5t une poactie teumee
de X.

Legon 205 : Espacer complets. Exemple: et agplications. irm@-%gﬁ:s
el (dev 2 )

TRopositian 1.8 Savendt (Xq1dq), <) (Xn.,oln) da apacer metriquer . Alew L eynce
X1 x .o Xn, muni Gk Jo meTriQue poduit , et complet & et soulement  pau tout
1€ D2,nD, (Xed;) et omplet .

Comédsuence 19 L' apace (!Hd, I01) et tomplet .

The@i€me 1.10 (de ;j:e,mme’s embefites) Suppsevu (X, al) complet. Seit (Fn)n une Luike de

fom& de X non vider, dftasicsonte au s de L'inclusion et “E""if" s g
ciam (Fa) —_, ©. Alew NF. &t nen

LB TN a

vide et 1l exiske ¥ € £ tel Qe U @n out
l—\ F. o= i1x}.
n

Aptication 1.11 Seient (Xi,di), (X, dy) o ospocer méfriaue Conplets oure (X, ¢ ) com-
plet. Seieat £:X, — X, continue et (Fs

Jn une euike Glecais@oute cle
acs de X—.

a;ﬁmmé"s non Vi-
dent fe cliouwere fencl verx O . Alens f‘(DF")= M)
n

JC _ Espaces ge Banach

1. Derncrias e Premiens exemplies

DEfinition 2.1 Un espoce weeauet nemé (E, Il 1) eat it de Bonoch w2 mefrique issue de

it :
Il en I]'au: un @Foxa CCm-Fﬂet_

Trarosttion 2.2 Cn cenwmicére X un ensemige non vide et (E,l0.4f) un epace vectoel afel
nemE. On nole B (X,E) lupace vectoniel des 4oncHons bennges de X s E et I lly l8
newme wnizoume . S E ed de Banach alew (B (X,E),l.ly) 2gt de Banoch.

Exempﬂeu 2.3
o B(X,R) et un “poce de Banach
o C°(Le1], R) et un epoce de Banach

o C°(La,/bl, R) et un epace de Banoch

Pacpositfion 2.4 Saient (&1l llg) et (F, il llz) des apacer vedeuelt neimés. S F et oe Ba-

noch ollew (L(E,F)I-11) at un espoce ole Bauwach ol . il et o Novme Lk, -
dennge .




Troposhion 2.5 Teut MR -etpace wecteuel newmiE de cimensiow. finie et un ecpa-
te de Banach.

2. [ex @poces LP

Onh ose place poyr

tous Qe Parographe dans un eapace  mesurE (E’°4’|'L)‘
Def'\m'cz‘cfr:7 2.6 Poun stout P21 . on dsrnt ‘LP‘I") = {£:E — (M, B(R)meswable,
+ w
fEI | d!»L<+'>0} et [ (IJ.)~=‘H~: E — K meuwabie Ill+l|o°<’+oo}.

TRepowition 2.3 &9 f(E)< +o0 aleun powr pg g, »Cq(H)c:' LP(H),

~ 1/P
Notation 2.8 R £:(E,u) — R mewnable et py 1, il =U H-'lpd,.() arc
E

la comventione (+oc) P = + oo,
Thén&me 2.9 (lnc’gpﬁqy? de Holdky) Saient f1g: E — R mewnabler et P91

oL o et 2'expesard cma;,i%u'e" de p. Alew : litglls < IFllp iiglig-
En poaticulion, «i ¥ € Llet g€ LY alow vg € [*

Théeeme 2.10 (Inegpllite de Minkowski) Seit p € C1,+e0l. Toua dows 6;,3 € LP(W,
ll+‘+<5ilP < Ufllp + 1gilp-

P
DEfininen 211 Pou fout p € 14w on pose LP(pud= & M/ eopeiré g -pp3. Aoy
(LP), llp) et un epace el neimé.

Theame 2.12 ( Riesz - Fisher) T 2ot p € C1,0001, Lapace (LTG0, H-llp) eat
un E&FCL&C e &th

JT _ Théarcmeo fondamentaux de azmpﬂe’tude

1. Theméme de Plolonegmem:

ThEeneme 3.1 Sojent (X, dl) un pace métmque, (X',d') un espace métrioue compler et A '

'chlgqu de manigre uniqm en um'.O,u& opplication cenhnue At X . De PQLUU ¢ pRro-

Une foxtie dense de X. Touke ofplication- uni&elmEmem continie £: A — X' a0 }%
|
|

%
&

=
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b=
=3
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longement ext unfemmemertt corvting, J

-ﬁaq::g*pﬁ@n 3.2 Spient E un wpace vectouel nQnme” E, un LOUR - espace dense et
F un &poce de Bonach., Tout £ € L(EF) g2 Facloge de manicre untage
en ane opplicotiow £ & L(E,F). De phua, Wil = 1% il.

Application 3.3 te Prelengement de e Wmisatmmcxﬁcn de Fouater st L2

2. ThE€enéme de point fixe de Picargl

ThEaéme 3.y (o pint fixe) Severt (X, o) un epace m?rrie)ue an\f:ﬂe‘t et F: X—X
une agplication confractonte. Alew, £ ocimet un unique pain g
Do pus, fo. suske (%) n de"finie X € X et X, = Fixa) poun tout n, Wiripe
op'elle canvernge vew ce paint e ouec vitews gomETTige.

Apflication 3.5 (MEthode de Newtfen) Soit £: La,b] — R ck dacee C* telle que @)

{O<+W) et £'50 Qs Ce,bl Conxidérone B ke AEUOOCNEE (Xn), dEFINLE pox
+(x) M
) +/x)

G F 2 annde en unLqJe pEint ¢ et loexiske « >0 el que, dés lew Que %, €
L= Le-e, C+ul, o ke onurGe cuedichioyiement U ¢

Xty = %f“fn) o %; X p— X = catient olow .

» s - ;
W &0 £')Y0 allew fe agsultat oue (1) egt ol poun L = Ce,bl, (Xn)a & une
i g p U
Slle d.&u%‘)ssgnf.e ot B %9 i + (&)

(%, ~€)?
Z f'we)

Aﬁ:nicc:h‘ou. 3.6 (Theaéme d’inveeion (0cole) Sait F£: U — F e U cuvert e E un
epace de Banach e F oun ewpoce de Bownach. § f et de closse ¢ et df(x)

UL Tnvosibie aleng 4| exiske V URisinage cuvent de % et W veigincee uved de f(to)
Tds agie FrV— W et yn ¢t dwﬁ‘-e'orrmmisme.



